CAPITOLO 4

| NUMERI COMPLESSI
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e Riconoscere nelle espressioni del tipo  ® Risolvere particolari equazioni in C
a+ib i numeri complessi e saper e Interpretare geometricmente alcune

operare con essi applicazioni da C in C

* Rappresentare i numeri complessi nel o Studiare le radici ennesime dell'unita
p1ano ® Rappresentare trigonometricamente

* Riconoscere e saper individuare il un numero complesso e utilizzare la
modulo, 'opposto, il reciproco, il co- funzione di rotazione rot(x+ y) =
niugato di un numero complesso = rot(x)rot(y)

¢ Interpretare geometricamente le ope- e Normalizzare equazioni lineari in se-
razioni fra i numeri complessi no e coseno

In un calcolo, cosi, tu incominci con numeri solidi... o almeno numeri reali.
Alla fine del calcolo i risultati sono anch’essi reali. Ma questi due gruppi di
numeri reali sono collegati da qualcosa che semplicemente non esiste.
Non ti fa pensare a un ponte di cui ci sono solo i pilastri a un capo e all'altro,
e che uno aftraversa tranquillamente come se ci fosse tutto intero@

da I turbamenti del giovane Torless di R. Musil

Abbiamo visto, nel capitolo precedente, che polinomi privi di radici in un insie-
me possono ammetterle in uno pitt ampio: € il caso di x* — 2 che non ammette
radici in @ ma ne ammette in @(v/2) e, a maggior ragione in R.

Ragionando in termini di equazioni si puo dire che x* — 2 = 0 non ha soluzioni
in O mentre ne ha in R e in Q(v/2).

Consideriamo ora 'equazione x* + 1 = 0, cioé¢ x* = —1. Essa non ha soluzioni
in R perché i quadrati dei numeri reali sono numeri non negativi. Se ne puo dare
anche una interpretazione geometrica: la parabola y = x* + 1 non taglia I'asse x
avendo il vertice in (0, 1) ed essendo rivolta verso l'alto.

Tuttavia i matematici si sono domandati da tempo, fin dalla meta del 500, se non
fosse possibile dare un significato alla scrittura x* = —1, passando cosi dalla ret-
ta reale a un insieme piti ampio in cui potessero esistere anche le radici quadrate
di numeri negativi.

NOTA Occorre precisare che, storicamente, l'introduzione dei numeri complessi
non avvenne per l'esigenza di trovare a ogni costo la radice quadrata di —1, ma av-
venne per uno strano imbroglio provocato dalla formula risolutiva dell’equazione di
terzo grado. Per questa e altre vicende storiche rinviamo all'opera “Storia della Ma-
tematica” di Carl B. Boyer — Oscar Mondadori.




Semiatdo

Spesso i matematici hanno tentato non solo di risolvere i problemi tecnici ma di
cercare dei ponti nella teoria, anche 1 dove le prospettive potevano scoraggiare
la ricerca, superando le barriere che le conoscenze gia consolidate o il buon sen-
so dettato dalla realta fisica avevano costruito. Un esempio di tali barriere & pro-
prio quello da cui siamo partiti, cioe Pimpossibilita di trovare le radici quadrate
di numeri negativi.

Ma lesistenza degli enti matematici non deve necessariamente avere riscontro
nella realtd esterna: il matematico pud lasciare libera la sua fantasia e portare
a termine le sue costruzioni. L'unico ostacolo che puo trovare, tale da far crollare
tutta la costruzione, & accorgersi di una contraddizione cioe dell’affermazione
simultanea di una proposizione e della sua negazione.

1l bello & che spesso anche le ipotesi pit azzardate e le costruzioni pit fantasio-
se, laddove ci sia coerenza, si sono rivelate preziose per la rappresentazione di
realta fisiche esistenti, anche se non quotidiane, come nel caso delle geometrie
non euclidee che potrete studiare nel prosieguo del corso di studi.

In questo paragrafo vogliamo seguire questo atteggiamento fantasioso di costru-
sione di un ente matematico che finora non & esistito. Ammettiamo che esista la
radice dell'equazione x* + 1 = 0 e affianchiamo ai numeri reali un nuovo ente,
un simbolo, che indicheremo con ‘7’ tale che i = —1.

Naturalmente vogliamo che il nuovo ente si possa sommare € moltiplicare con i
«vecchi’ numeri reali, e con se stesso in modo che le proprieta formali continuino
a valere.

In altre parole si dovranno poter costruire espressioni contenenti il simbolo i,
cosi come abbiamo imparato a costruire polinomi a partire dalle espressioni
atomiche costituite da numeri e lettere.

Espressioni come 2 + 7, 1 + 21 — B, i+ i*, /2 + i saranno da ora in poi piena-
mente legittime: esattamente come erano legittimi i polinomi come somme fra
espressioni atomiche.

Ma ora ¢’€ una grossa novita: la relazione 2 = —1 ci permette di ricavare tutte le
potenze di i.

Infatti

o=

o =1

o P=fPi=—-1i=—14

o ft=Pi=—ii=—-i"=1

o P=ri=1-1i=1

Le potenze di i si ripetono con periodo 4.
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La conseguenza piu importante di questa scoperta € che i polinomi in i possono
essere scritti sempre come polinomi di grado non superiore al primo nella forma
x + iy dove x e y sono numeri reali.

Ad esempio
© 142i— B 434 — 45 =142i— (—i)+3—4i=1+2i+i+3—-4i=4—i
e 1+ =1+1=2+0i

Se le potenze di i si riducono comunque a uno dei quattro possibili numeri 1, i,
—1, —i possiamo provare a costruire la tavola di moltiplicazione rispetto al pro-

dotto.
IRl R

| | RN N

|

' (SN

- (ISR
Questa tavola ha la stessa struttura di altre che abbiamo gia trovato in preceden-
za: le classi di resto modulo 4 rispetto alla somma, oppure le rotazioni che man-
dano un quadrato in sé. Pertanto la struttura algebrica dell'insieme 1, 4, —1, —i
rispetto al prodotto & quella di gruppo abeliano. In particolare I'unita, 1, compa-

re in ogni riga e in ogni colonna: questo vuol dire, fra I'altro, che esiste il reci-
proco di 4, che & —i.

Le espressioni del tipo x + iy, dove x e y‘sono numeri reali, vengono dette nu-
meri complessi; x e y vengono detti rispettivamente parte reale e coefficiente
della parte immaginaria del numero complesso. Il numero 7 viene detta unita
immaginaria. Naturalmente ci corre 'obbligo di definire le operazioni per i
nuovi numeri in modo che continuino a valere le consuete proprieta.

I numeri complessi e le operazioni algebriche

1l numero complesso nullo si ha se e solo se sia x che y sono nulli; x + iy =0
implica x =0 e y = 0. Infatti, supponiamo che sia y # 0, allora si avrebbe
i= —x/y e quindi i sarebbe un numero reale, cosa che sappiamo non poter
essere. Quindi deve essere y = 0 e di conseguenza x = 0.

Si puo allora dire che die numeri complessi sono uguali se essi hanno uguale la
parte reale e la parte immaginaria: infatti sia

X1+ =X+ i

allora
(2 — x2) + i1 — 22) = 0;
si deduce che
=g e = 9h.

Vediamo ora come si comportano i numeri complessi dal punto di vista della
struttura algebrica, in altri termini come definiamo I'addizione e la moltiplicazio-
ne e quali proprieta valgono rispetto a queste operazioni.
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Addizione di numeri complessi
Siano x + iy e u + iv due numeri complessi; viene spontaneo defmlre la somma
operando fra loro con le usuali proprieta che valgono per i polinomi:

(x+ i)+ (utiv) = (x+ u) +i(y+0)

ovvero si sommano le parti reali fra loro e le parti immaginarie fra loro.
Le proprieta che valgono per i numeri reali ¢i garantiscono la validita delle pro-
prieta associativa e commutativa anche per i complessi ossia la 1 e la 2 del § 2.1

abbiamo appena visto che I'elemento neutro ¢ 0 + 70

l'opposto di x + iy € quel numero u + v che sommato a x + iy da I'elemento
neutro: questo vuol dire che x + u=0e y+v=0o0vvero u = —x e v = —).
Rispetto all’addizione l'insieme dei complessi ¢ un gruppo abeliano.

Procediamo analogamente per definire la moltiplicazione fra numeri complessi.
Applichiamo la proprieta distributiva del calcolo dei polinomi e ricordiamo che

i> = —1, per definire il prodotto tra numeri complessi:

(x + i) (u+ iv) = (xu — yo) + i(xv + yu).

Anche qui, come si puo verificare puntualmente, le proprieta dei reali ci garan-
tiscono la proprieta associativa e commutativa ossia la 5 e la 6 del § 2.1.

Lelemento neutro € 1 + i0 (anche in questo caso la verifica ¢ immediata).
Trattandosi di polinomi tutte le proprieta dei polinomi sono valide anche per i
numeri complessi.

L'unica proprieta che non possiamo dedurre dal calcolo dei polinomi ¢ I'esisten-
za del reciproco.

Sia x + iy un numero complesso diverso da zero e cerchiamo di determinare un
numero # + iv tale che sia:

(x+ ) (u+ i) =1+0i ovvero (ux—vy)+i(uy+ vx) =14+ i0.
Uguagliando la parte reale e la parte immaginaria si ottiene il sistema:

ux—uvy =1
vx + uy = 0.

Questo sistema lineare in #, v ha un’unica soluzione perché il determinante del
sistema & x? + y* che ¢ sicuramente diverso da zero perché abbiamo supposto
che almeno una delle due componenti fosse diversa da zero. Risolvendo il sistema
L.
x4 ?
s L=l
BN
x et
RYBATIR - 2
X)) x°+y
A questo risultato si poteva arrivare anche in quest’altro modo: dopo averne am-
messo l'esistenza, moltiplichiamo numeratore e denominatore per x — iy

Il reciproco di x + iy, diverso da 0, esiste ed ¢

Lyt i am® Tl Xam B oor ¥ Y

x+iy x+iy x—zy_x2+y2_x2+y2+zx2+y2
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basta ora verificare che effettivamente il risultato della moltiplicazione di questo
numero moltiplicato per x + iy € 1.

E immediato verificare che vale anche la proprieta distributiva della moltiplica-
zione rispetto all’addizione.

A questo punto I'insieme dei numeri complessi, che indicheremo con C, ha ac-
quisito la struttura algebrica di campo. ;
Abbiamo ottenuto un’estensione molto significativa da R a C conservando tutte
le proprieta algebriche. Tuttavia, nel passare da R a C qualcosa si & persa: la
struttura di ordine con le sue proprieta relative alla somma e al prodotto. In altre
parole: se noi volessimo aggiungere alle proprieta gia formulate gli assiomi del-
lordinamento totale cadremmo in una contraddizione. Infatti, supponiamo
i > 0; allora moltiplicando ambo i membri per #, che abbiamo supposto maggio-
re di zero, si dovrebbe ottenere i* >0, ma > = —1 < 0. Assumendo invece
i < 0 e moltiplicando entrambi i membri per #, questa volta minore di zero, dob-
biamo cambiare il verso della disuguaglianza, quindi si ottiene di nuovo 2 > 0
che ¢ falso.

La mancanza di una struttura di ordine mette in crisi la possibilita di allineare i
numeri complessi su una retta; tuttavia ¢ naturale cercare una rappresentazione
su cui appoggiare la nostra intuizione.

Un numero complesso dipende da una coppia di numeri reali, come ci dice la
scrittura x + #y; viene spontaneo quindi rappresentare questi numeri come pun-
ti di un piano riferito a un sistema di assi cartesiani.

Precisamente il numero complesso z = x + iy si rappresenta mediante il punto
P < (x, y) dove l'asse x viene detto asse reale e l'asse y asse immaginario

Po(xy)ez=x+iy

O X

Fig. 1

Vediamo come vengono tradotte graficamente le operazioni.
Cominciamo con la addizione.
Siano z1 = X + iy e 2 = X + By siha 2 + 2z = (% + ) + i(y + ).

In altre parole la somma di due numeri complessi si esegue allo stesso modo in
cui si sommano i vettori del piano; i numeri complessi z; e z; vengono interpre-
tati geometricamente come vettori, che si sommano secondo la ben nota regola
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del parallelogramma. Di conseguenza possiamo dare un significato geometrico
all'applicazione z — z + w, dove w & un numero complesso fissato.

Questa non é altro che una traslazione di vettore w, le cui componenti sono la
parte reale e la parte immaginaria di w.

y Q

Py

— +

@) 1 ' %

Fig. 2

e Prima di parlare della rappresentazione del prodotto di due numeri complessi
dobbiamo introdurre la nozione di modulo di un numero complesso.
1 collegamento fra numeri complessi e vettori rende del tutto intuitiva la de-
finizione di modulo di un numero complesso z = x + #y: si dice modulo di =
il numero reale non negativo \/x* + y* e si indica con |z|.
1l modulo di z quindi non & altro che il modulo del vettore corrispondente a z
cioé la distanza del punto P < (x, y) dall’origine.

e E interessante I'espressione della distanza fra due punti del piano ottenuta
per mezzo del modulo: siano Py <z =x1 + i) € P, o 2 =%+ 1) due
punti del piano. Osserviamo che z — 2, = (%1 — %) + (1 — »2) non ¢ altro
che la differenza dei due vettori, e nel piano € rappresentata dalla seconda
diagonale del parallelogrammo; il suo modulo ¢ rappresentato dalla seguente
espressione:

|21 — 2| = \/(xl )+ (1 — )’ =d(PP).

e Vale la disuguaglianza |z + 22| < |z1| + | 22]; infatti in riferimento alla figura 2
dove 00 = |z + 2|, OP, = |21| e |22| = OPi = OP; si ottiene dalla disugua-
glianza triangolare, applicata al triangolo di vertici O « (0; 0), P; < 21 €
Q< z1+ 2z, 0OQ < OP + QP,.

e Vale I'uguaglianza: |z 2| = |21]|22|.
La dimostrazione si riduce a una semplice verifica dell'uguaglianza dei qua-
drati di ambo i membri, infatti:

2122 = (% + i) (% + i92) = (%0 — 2102) + (X002 + %201)
percio
|2122* = (2% — 319)” + (o032 + 201)? = X005 + 995 + X095 + 2505 =
= x2(xF + 92) + 32(F +32) = (o + ) +3]) = |ail|=l”

Se i quadrati dei due membri positivi sono uguali, lo sono anche le loro radici
quadrate; vale quindi la relazione: |z 2| = |21]|22|.




In particolare il prodotto di due numeri complessi di modulo 1 € un numero
complesso di modulo 1.
Osserviamo che se & & un numero reale non negativo si ha: |kz | = k|z|.

Siamo ora in grado di tradurre geometricamente la moltiplicazione di due nume-
ri complessi.
Cominciamo con il caso di numeri complessi di modulo 1 o, come diremo, ru-
meri complessi unitari.
Linsieme di questi numeri & rappresentato nel piano dai punti della circonferen-
za con centro nell'origine e raggio 1.
Fissato un numero complesso unitario u, consideriamo I'applicazione del piano
in sé cosi definita:

Z — Uz2.

Vale il seguente:

L’applicazione z — uz € una rotazione con centro nell’origine. Vice-
versa, ogni rotazione col centro nell’origine si puo rappresentare
con un’applicazione z — uz dove # € un numero complesso unitario.

Occorre dimostrare due implicazioni, una inversa dell’altra.

Ogni applicazione z — uz € una rotazione

Ricordiamo che una rotazione € un’isometria che ha un solo punto fisso.
Anzitutto vediamo che & un’isometria, cioé che conserva le distanze.
Siano P, < 21, P, < 2 due punti qualunque del piano complesso.
Siano P} e Pj i loro trasformati, dunque sard P| < uzj € P, & uz.

Noi sappiamo scrivere la distanza fra due punti

PP = luz; — uz| = |u(z — z1)| = |u||z2 — 2| = |z — 21| = PP

Dunque si tratta di un’isometria.

Resta da dimostrare che ha un solo punto fisso, l'origine, a meno che non sia
lidentita. Lidentitd si ha nel caso che u sia uguale a 1, quindi supponiamo
che u sia diverso da 1 e cerchiamo i punti fissi.

Questi si trovano risolvendo I'equazione: uz = z ovvero (4 — 1)z = 0 che, con
u # 1, implica z = 0 ovvero il vettore nullo; allora I'unico punto fisso € l'origine
degli assi e quindi si tratta di una rotazione.

Ogni rotazione é rappresentabile da una relazione del tipo z — uz
Sia p una rotazione con centro nell’origine O del riferimento cartesiano; essa
manda la semiretta x* in una semiretta ¢, percid manda il punto 4 < (1, 0), rap-
presentato dal numero complesso 1, in un punto 4’ rappresentato dal numero
complesso .
Consideriamo allora I'applicazione che, nella nostra rappresentazione dei nume-
ri complessi, si esprime cosi:

Z — uz.

Ma anche la p & una rotazione che manda la semiretta x* nella semiretta ¢ e
quindi, visto che & unica la rotazione che manda la semiretta x* nella semiretta
t, queste due applicazioni coincidono e pertanto la rotazione p puo essere
espressa dalla relazione z — uz.



