I NUMERI COMPLESSI
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Paragrafo 4.1

ESERCIZIO SVOLTO

®

Trasformare nella forma x + iy il seguente numero complesso (1 + i)3.

Ricordandosi lo sviluppo del cubo del binomio e la relazione i* = —1 si ha:

1+ =1+3i+3% 4+ =14+31—3—i==2+21

®e e @

Calcolare:

3
1. +/3
a (§+IT>
b [(+1°%-20 - Q+)-A-1)+1
§ LaitP +PFIE+P O {7

Esprimere nella forma x + iy i seguenti numeri complessi:

1 1+i il 3
— b — ¢ - d (2-2i e
Loi L=} 5 ey

1

" —2+ 01 -3)

Ricordarsi che una frazione é il prodotto del numeratore per il reciproco del denomina-
tore e che noi conosciamo la forma del reciproco di un numero complesso.
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Calcolare:

—
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a (i’ -i7) b -

+1 1—i
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L, 1 : <1+i>2‘
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—dly
1+
Osservando il risultato dellesercizio svolto calcolare
(b

1 .
Calcolare le prime otto potenze di — + LZ usando le proprieta delle potenze.

V2

Calcolare le prime otto potenze di (1 — ).
Dire per quali valori dellesponente tali potenze sono numeri reali, immaginari, com-
plessi.
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Trovare i numeri complessi z tali che z% = i.

Occorre porre z = x + iy, quindi (x + iv)? = i. Questa uguaglianza si traduce, sepa-
rando la parte reale da quella immaginaria in x? — v? + 2ixy = 0 + 1i (anche il nu-
mero complesso i ha una parte reale che ¢ 0 e una parte immaginaria che e 1).
Da questa si deducono due uguaglianze

Questo sistema ha una facile interpretazione analitica: si tratta di due rette

x—y=0ex+y=0 e delliperbole equilatera xy = %

SNt ; : : ket |
Le soluzioni di questo sistema sono pertanto i punti P 5 5 e

o A e : :
( 7 _\/§> e i relativi numeri complessi z sono
(LJF,-L) <_L_,-L)
vz 2 V2 2]

Piu avanti troveremo un metodo piu veloce ed elegante ma per ora questa e la ma-
niera di procedere.

Per ciascuno dei seguenti numeri complessi scrivere lopposto e il reciproco:
a 1+i

b 1+2i .

¢ 3i
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Calcolare e scrivere nella forma x + iy i seguenti numeri complessi:
a i78
b (3-7i)(2+5i)
¢ (=12 +3i)+ (7 - 5i)
d 4(1+i7)
e (V2+i)(V2-i)
(=
(1+1)°
o 2—i/7
2+iV7

Dire quali delle seguenti espressioni rappresentano numeri reali, immaginari, com-
plessi:

a (vV3-iv5)(V3+iVh)

b 2+i)—(3-i)+(1+3i)

¢ (2+3i)(3+2i)

d -2i(2+i)

$ (<24 70(-2~T)

f 2-3i)—(-1-i)—(4+3i)

Calcolare v/5 + 12i.
(Supporre /5 + 12i = z = x + iy, allora z2 = 5+ 12i quindi....... )

Trovare tutte le radici delle seguenti equazioni:
2t—-16=0

222 -2z2+5=0
1+z+22=0
22+22+1-i=0

2 -222+2=0

Dttt +z22+z2+1=0
322-7z4+10=0
(14+i)2z2-42+4=0

22 —2iz—10=0

224+ 62+25=0

Dire per quali valori di a le radici della seguente equazione sono reali o complesse:

22 —az+1=0.
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Calcolare l%radic,é\quadrat%di ~1 e di—i
Risolvere lequazione z° — 125 = 0.

Dire per quali valori di k le soluzioni del sistema formato dal cerchio di centro (0, 0) e
raggio 3 e dalla retta y = x + k sono complesse o reali.

Calcolare (1 + )%, (1 —i)%.
Calcolare i + 2i% + 3% + 4i* + 5° + ....... +99i%? 4+ 1004109,

Paragrafo 4.2

Rappresentare nel piano i seguenti numeri complessi:
a l-i
b 4
g -
3
d 2+

£ i(1+1)
Scrivere i coniugati dei numeri complessi dellesercizio precedente.

Il numero complesso z = 3i & soluzione di unequazione di secondo grado; trovare lal-
tra soluzione e scrivi lequazione.

Rappresentare nel piano il numero complesso z e —z*; che isometria si ottiene?

Che numero si ottiene sommando un numero complesso e il suo coniugato? Risolve-
re il problema sia algebricamente che geometricamente.

Rappresentare nel piano le prime otto potenze di (1 +i) e di (1/v2 +i/v/2); che dif-
ferenze si notano? Quanti valori reali e immaginari si ottengono? Che differenza cé
nel modulo?

Come si rappresenta nel piano complesso la simmetria centrale rispetto allorigine?

1 3
Rappresenta le successive potenze di (§ + 1%)

Dire cosa diventa il triangolo di vertici O, 1 —i, 1 + i quando si compie la trasforma-
zione z — (2 + 2i)z. Fare il disegno; dire da quali trasformazioni elementari essa &
composta.
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Studiare l'insieme dei punti z tali che

1
8 1] = k dove k & un numero positivo fissato.

Studiare l'insieme dei punti z tali che zz* = 9.

1 A : : , ’ 2
Ricordandosi che |z|* = zz* risolvere in C lequazione z2 — |z|° = 0.

Dire quali sono i numeri z che verificano lequazione z2 + |z|* = 0.

*

Calcolare il modulo di Z;

; = . ; : z*
Tenendo presente lesercizio precedente risolvere lequazione 22 ==

Risolvere in C lequazione (|z|* — z)(1 —z*) = 0.

Dire quale & l'insieme dei punti z tali che Re(z?) = 0.

afelelelexerelelelele

Risolvere in C lequazione Re(z3z* — z?) = 0 (ricordarsi che |z|? = zz").
Determinare il luogo dei punti tali che |z — (2 +1i)| = 3.

Considerare lapplicazione f: z — 22 dire:
@ se esistono punti fissi
b quale ¢ immagine dei numeri |z| < 1, |z] > 1, |z| =1

¢ trovare I'immagine f(z) diz=x+ie di z=x+2i

Tenendo presente che |z|> = zz*, dimostrare in altra forma l'identita:

®

2 2 2
|211°|22|” = |2122]".

Dimostrare che lapplicazione 2z’ = uz*, con u numero complesso unitario, rappresenta
una simmetria assiale con asse passante per lorigine.

®
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Dati i numeri complessi z; = 3 +4i e zo = 4 — 3i trovare i numeri complessi che
appartengono allasse di simmetria che scambia le rette a cui appartengono i due
numeri.

Chiamiamo z = x + iy il numero complesso generico; lasse di simmetria e costitui-
ta da tutti i punti che hanno da z; e z; la stessa distanza: ma la distanza fra due
numeri complessi ¢ data dalla differenza |z — z;| e |z — z3|; allora basta uguagliare
i moduli di queste due differenze |z—2;| =|z—22] che con z=x+iy,
az1 = 3 +4i, azo = 4 — 3i diventa:

|(x = 3) +ily — 4)] = |(x —4) +i(y - 3)|;
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Studiare l'insieme dei punti z tali che

’ = k dove k & un numero positivo fissato.

Studiare l'insieme dei punti z tali che zz* = 9.
Ricordandosi che |z|* = zz* risolvere in C lequazione z2 — |z|2 =-0:

Dire quali sono i numeri z che verificano lequazione z2 + |z|* = 0.

*

Calcolare il modulo di z;

*

) s . : Z
Tenendo presente lesercizio precedente risolvere lequazione z? = =
z

Risolvere in C lequazione (|z|* — z)(1 — z*) = 0.

Dire quale & l'insieme dei punti z tali che Re(z?) = 0.

Risolvere in C lequazione Re(z3z* — z?) = 0 (ricordarsi che |z|2 = z2").
Determinare il luogo dei punti tali che |z — (2 +1)| = 3.

Considerare lapplicazione f: z — 22 dire:
@ se esistono punti fissi
b quale é immagine dei numeri |z| < 1, |z| > 1, |z| =1

¢ trovare limmagine f(z) diz=x+ie di z=x+ 2i.

Tenendo presente che |z|> = zz*, dimostrare in altra forma lidentita:

2 2 2
|z1]%|22|” = |z122]".

Dimostrare che lapplicazione z' = uz*, con u numero complesso unitario, rappresenta
una simmetria assiale con asse passante per lorigine.
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Dati i numeri complessi z; = 3 +4i e zo = 4 — 3i trovare i numeri complessi che
appartengono allasse di simmetria che scambia le rette a cui appartengono i due
numeri.

Chiamiamo z = x + iy il numero complesso generico; lasse di simmetria ¢ costitui-
ta da tutti i punti che hanno da z; e z; la stessa distanza: ma la distanza fra due
numeri complessi ¢ data dalla differenza |z — z;| e |z — z5|; allora basta uguagliare
i moduli di queste due differenze |z—2z;| =|z—22] che con z=x+iy,
azy; = 3 + 4i, azy = 4 — 3i diventa:

|(x — 3) +i(y — 4)| = |(x — 4) +i(y - 3)|;




